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ɺʚʝʜʝʥʠʝ 

 

Футбол (от англ. �I�R�R�W — нога, �E�D�O�O — мяч) — командный вид спорта, в 

котором целью является забить мяч в ворота соперника ногами или другими 

частями тела (кроме рук) большее количество раз, чем команда соперника. В 

настоящее время футбол является самым популярным и массовым видом спорта в 

мире. Согласно заявлению ФИФА, в футбол на планете играет более 250 

миллионов человек, из них более 20 миллионов – женщины [1]. 

В настоящее время проблема выстраивания правильной тактики в футболе 

при ведении мяча очень актуальна. Это связано с постоянным проведением 

различных соревнований в этом виде спорта. Поэтому важно уметь владеть 

футбольным мячом для прохождения различных «препятствий», создаваемых 

противником. Одним из таких препятствий является «стенка». Стенка – защитное 

построение игроков для уменьшения площади обстрела ворот (рис.1). На 

движение мяча в среде влияют такие факторы, как эффект Магнуса (который 

возникает при обтекании средой вращающегося тела, в результате чего 

проявляется сила, которая будет воздействовать на мяч и будет направлена 

перпендикулярно направлению потока воздуха), сопротивление среды, 

препятствующее свободному движению мяча и стремящееся уменьшить его 

скорость, сила ветра, способная изменить направление движения мяча и другие. 

Таким образом, предсказать направление движения мяча достаточно сложно [2]. 
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��
Рис.1. «Стенка» из футболистов 

 

ʎʝʣʴʶ ʨʘʙʦʪʳ является построение и исследование математической модели 

движения футбольного мяча, позволяющей моделировать полёт мяча с учётом 

различных внешних факторов, влияющих на движение и позволяющих обойти 

«стенку».  

ɿʘʜʘʯʠ:  

1.��Рассмотреть задачу в трёхмерной постановке и получить уравнения 

движения мяча. 

2.��Рассмотреть влияние таких факторов, как сопротивление воздуха, зависящее 

от скорости мяча, и эффекта Магнуса, являющихся существенными при 

движении мяча. 

3.��Необходимо получить начальную угловую скорость, которую футболист 

придаёт мячу при ударе, чтобы закрутить мяч и «обойти стенку» из 

футболистов; 

4.��Необходимо определить такие исходные параметры удара, чтобы мяч 

обходил стенку футболистов и попадал в ворота; 

5.��Для проведения численных расчетов требуется подобрать такие значения 

параметров модели, чтобы они соответствовали реальной модели 

футбольного мяча.  
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ɻʣʘʚʘ 1. ʂʦʥʮʝʧʪʫʘʣʴʥʘʷ ʧʦʩʪʘʥʦʚʢʘ ʟʘʜʘʯʠ 

ʆʙʲʝʢʪʦʤ исследования является футбольный мяч (параметры для расчётов 

соответствуют футбольному мячу на рис. 2 и перечислены в табл. 1). 

��
Рис.2. Футбольный мяч [3]  

 

Табл.1. Характеристики футбольного мяча [4] 

Форма Сферическая 

Материал Кожа, синтетика 

Длина окружности не более 70 см и не менее 68 см  

Масса мяча не более 450 г и не менее 410 г 

Давление внутри мяча 0,6 – 1,1 атмосферы 

Радиус мяча не более 11,1 см и не менее 10,8 см 

 

Для упрощения построения математической модели примем следующую 

совокупность гипотез: 
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1.��Мяч будем считать объектом массой �P, радиусом �U, центр масс которого 

является постоянным. 

2.��Движение происходит в поле сил тяжести с постоянным ускорением 

свободного падения �J, ускорение можно считать постоянной величиной (так 

как высота, на которую поднимается мяч, много меньше радиуса Земли) и 

описывается уравнениями классической механики Ньютона (так как 

скорость мяча много меньше скорости света). 

3.��Движение мяча происходит в трехмерном пространстве. 

4.��Учтём также силу сопротивления воздуха и эффект Магнуса. 

Для обоснования справедливости принятой нами гипотезы, найдём 

ускорения мяча (массой 450�], радиусом 11 �k�f, двигающегося с линейной 

скоростью 35 �f
�k

 и с угловой скоростью 10 �h�[
�k

 в воздушной среде, вязкость 

которой при нормальных условиях составляет 617.20 10 �I�Z �k���˜ �˜) [5]  в двух 

ситуациях: сначала без учёта силы сопротивления и эффекта Магнуса, а 

потом с учётом их влияния. 

Ускорение тела в первом случае равно ускорению свободного падения, то 

есть 29.8 �f
�k

�D �J� � . 

Ускорение тела во втором случае (при учёте силы сопротивления и эффекта 

Магнуса) равно 
6

2

4.41 0.0014258 2 62.8 40 17.20 10 9.98
0.45

�S �J �k�h�i�j�h�l �f�) �) �) �) �f
�D

�P �P �k

���� �� �� �� �˜ �˜ �˜ �˜
� � � � . 

Таким образом, установлено, что ускорение тела зависит от эффекта Магнуса 

и силы сопротивления воздуха. Значит, для построения адекватной модели, 

их необходимо учитывать. 

 

ɻʣʘʚʘ 2. ʄʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʘʷ ʧʦʩʪʘʥʦʚʢʘ ʟʘʜʘʯʠ 
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Основным законом механики является второй закон Ньютона, связывающий 

равнодействующую внешних сил�� действующих��на тело, его массу и ускорение, 

получаемое в результате действия сил. Запишем второй закон Ньютона для мяча в 

векторной форме, где �P – масса мяча, �D – его ускорение, появившееся в 

результате действия силы, �j�)  – равнодействующая сил, действующих на тело, �S�)  

равна векторной сумме силы тяжести �l�y�`�) , силы сопротивления воздуха �k�h�i�j�h�l�)  и 

силы Магнуса �f�) :  

�j�) �P�D� 
�G �G,                                                       (1) 

�j �l�y�` �k�h�i�j�h�l �f�) �) �) �)� �� ��
�G �G �G �G

.                                           (2) 

При этом подразумевается, что сила и масса – постоянные величины. В таком 

случае и ускорение тоже будет постоянной величиной. Следовательно, уравнение 

моделирует равноускоренное движение тела с постоянной массой под действием 

постоянной силы.  

Пусть в начальный момент времени 0�W снаряд находится в начале координат 

)0(�U  ( 0)0( � �U ), а его начальная скорость в этот момент времени равна �Q 

( 0(0)�Q �Q� ).  

Спроецируем на каждую из осей �[���\���] второй закон Ньютона, разложим по 

ним вектор скорости и ускорения (рис.3): 
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Рис.3. Силы, действующие на материальную точку 

В проекции на ось �o: 

;�j �o �o�) �P�D�                                                        (3) 

;�j �o �l�y�` �o �k�h�i�j�h�l �o �f �o�) �) �) �)� �� ��                                           (4) 

�o �l�y�` �o �k�h�i�j�h�l �o �f �o�P�D �) �) �)� �� �� ;                                          (5) 

В проекции на ось �m: 

;�j �\ �\�) �P�D�                                                        (6) 

;�j �\ �l�y�` �\ �k�h�i�j�h�l �\ �f �\�) �) �) �)� �� ��                                            (7) 

�\ �l�y�` �\ �k�h�i�j�h�l �\ �f �\�P�D �) �) �)� �� �� ;                                           (8) 

В проекции на ось �]: 

;�j �] �]�) �P�D�                                                        (9) 

;�j �] �l�y�` �] �k�h�i�j�h�l �] �f �]�) �) �) �)� �� ��                                         (10) 

�] �l�y�` �] �k�h�i�j�h�l �] �f �]�P�D �) �) �)� �� �� .                                        (11) 
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Силу сопротивления будем рассчитывать по формуле Стокса [6] (рис. 3): 

6�k�h�i�j�h�l�) �5�S�K�Q� ,                                                (12) 

где �K – это динамическая вязкость среды, �Q – это скорость мяча, а �5 – это радиус 

мяча. 

 

 
Рис.4. Силы, действующие на тело, движущееся в среде   

На рис.3 изображено тело, движущееся в среде, силы, действующие на тело в 

проекции на вертикальную ось и линии обтекающего потока. Таким образом, �G�)  

– это искомая сила сопротивления, действующая на тело со стороны среды, а �J�)  

– это сила тяжести. Силу тяжести примем равной �) �P�J�J� (где �J – ускорение 

свободного падения), сила сопротивления определяется формулой (12), силу 

Магнуса будем определять по формуле 2 ( )�F�) �O �Z �Q� �u  (где �Z – это угловая 

скорость мяча, а �Q – это линейная скорость мяча). 

Тогда проекции второго закона Ньютона можно переписать следующим 

образом: 

В проекции на ось �o: 

6 2 ( )�o �o �o�P�D �5�S�K�Q �O �Z �Q� �� �� �u ;                                        (13) 

(0) 0�[ � ;                                                        (14) 

0 cos cos�o�Q �Q �D �E� ;                                          (15) 
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В проекции на ось �m: 

6 2 ( )�\ �\ �\�P�D �P�J �5�S�K�Q �O �Z �Q� �� �� �� �u ;                                   (16) 

(0) 0�\ � ;                                                    (17) 

0 cos sin�\�Q �Q �D �E� ;                                            (18) 

В проекции на ось �]: 

6 2 ( )�] �] �]�P�D �5�S�K�Q �O �Z �Q� �� �� �u ;                                       (19) 

(0) 0�] � ;                                                   (20) 

0 sin�]�Q �Q �D� ;                                               (21) 

где �D и �E – это углы между осями �] и �[соответственно (рис.5): 

 
Рис.5. Углы, использующиеся при проецировании второго закона Ньютона 

 

 

 

Раскроем проекции векторного произведения в формулах (13) – (21)  
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( ) ( ) ( ) ( )�[ �\ �] �\ �] �] �\ �] �[ �[ �] �[ �\ �\ �[

�[ �\ �]

�L �M �N

�Y �Y �Y �L �Y �Y �M �Y �Y �N

�Y �Y �Y

�Z �Z �Z �Z �Z �Z �Z �Z �Z �Z�u � � �� �� �� �� ��
�G �G ; 

Тогда проекция векторного произведения на определённую ось 

запишется следующим образом:����

( ) ;

( ) ;

( ) ;

�[ �\ �] �] �\

�\ �] �[ �[ �]

�] �[ �\ �\ �[

�Y �Y �Y

�Y �Y �Y

�Y �Y �Y

�Z �Z �Z

�Z �Z �Z

�Z �Z �Z

�u � ��

�u � ��

�u � ��

                                          (22) 

Тогда проекции второго закона Ньютона можно переписать следующим 

образом: 

В проекции на ось �o: 

6 2( );�o �o �\ �] �] �\�P�D �5 �Y �Y�S�K�Q �Z �Z� �� �� ��                                   (23) 

(0) 0;�[ �                                                        (24) 

                0 0cos(180 ( ))sin(90 ) cos( )cos ;�o�Q �Q �D �E �E �Q �D �E �E� �� �� �� � �� ��                  (25)        

               

В проекции на ось �m: 

6 2( );�\ �\ �] �[ �[ �]�P�D �P�J �5 �Y �Y�S�K�Q �Z �Z� �� �� �� ��                               (26) 

(0) 0;�\ �                                                        (27) 

                 0 0cos(180 ( ))cos(90 ) cos( )sin ;�\�Q �Q �D �E �E �Q �D �E �E� �� �� �� � �� ��                (28) 

В проекции на ось �]: 

6 2( );�] �] �[ �\ �\ �[�P�D �5 �Y �Y�S�K�Q �Z �Z� �� �� ��                                     (29) 

(0) 0;�] �                                                         (30) 

                                        0 sin(180 ( )) sin( );�]�Q �Q �D �E �D �E� �� �� � ��                               (31) 
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Футболист, пиная мяч, придаёт ему угловую скорость, которую можно найти, 

используя уравнение вращательного движения: 

;�, �0
�W
�Z�'

� 
�'

                                                       (32) 

где �0  – момент силы удара,  равный   ( )�0 �U �)� �u  (где �U –  плечо силы удара, �)  – её 

модуль), �W�'  – интервал времени взаимодействия ноги с мячом, �,  – момент 

инерции, равный 22
3

�, �P�5�  (где �5 – радиус мяча, �P – его масса): 

;�, �0
�W
�Z�'

� 
�'

                                                       (33) 

;�G
�, �)�U

�G�W
�Z

�                                                        (34) 

0 0, 0;�d�Z �Z �Z �Z�' � �� �o                                                 (35) 

ɻʣʘʚʘ 3. ʄʝʪʦʜʳ ʨʝʰʝʥʠʷ 

Найдём плечо силы удара в случае, если она направлена произвольно. В 

дальнейшем длина плеча будет использована для нахождения момента силы и 

угловой скорости. Для этого обозначим через �Oискомое плечо, пусть �5– радиус 

мяча, �U– расстояние от точки приложения силы до оси вращения, �m�^�) – сила 

удара, �J– угол между линией действия силы и осью, �D– угол между радиусом 

мяча и осью.  



 13 

  
Рис.6. Мяч в момент удара 

Пусть угол , ,�F�:�L �H�:�L �F�H �O�J �D� � � , тогда 

cos ;�$�7 �U
�$�2 �5

�D� �                                               (36)                                 

arccos .�U
�5

�D�                                                  (37)                                 

�7�$�2 �5�2�$�‘ � �‘ , как накрест лежащие углы при пересечении 

параллельных прямых �5�2 и �:�L , секущей �:�2 , следовательно �5�2�$ �D�‘ � . 

�4�$�2 �J �D�‘ � �� , тогда 

180 ( ) 180 .�2�4�$ �J �D �D �J�‘ � �� �� �� � ��                                  (38)                                 

По теореме синусов: 

sin sin sin .�4�$�2 �2�4�$ �4�2�$
�4�2 �$�2 �4�$

� �                                     (39)                                 

Выразим длину неизвестной стороны �4�2: 

sin ;
sin
�4�$�2 �$�2

�4�2
�2�4�$

�˜
�                                              (40)                                 

( );�$�2 �5�i�h �m�k�e�h�\�b�x�                                             (41)                                 

in sin( ),sin sin(180 );�4�$�2 �2�4�$�J �D �J� �� � ��                           (42)                                 
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sin( ) sin( ) .
sin(180 ) sin
�5 �5

�4�2
�J �D �J �D

�J �J
�˜ �� �˜ ��

� � 
��

                               (43)    

Треугольник �$�2�7�+ – прямоугольный. По определению синуса запишем, 

sin �2�7
�$�2

�D� , следовательно                            

sin , ;�2�7 �$�2�:�H �5�D� �˜ �                                        (44)                                 

sin ;�2�7 �5 �D� �˜                                                (45)                                 

sin .�5�$ �2�7 �5 �D� � �˜                                            (46)                                 

�5�$�4�+  – прямоугольный. На основании того, что сумма острых углов в 

прямоугольном треугольнике равна 90�q, будет справедливо следующее 

неравенство 

90 90 ;�5�$�4 �4�$�7 �J�‘ � �� � ��                                      (47)   

По определению косинуса угла, cos �5�$
�5�$�4

�$�4
� , откуда �$�4 равно 

sin sin ;
cos cos(90 ) sin

�5�$ �5 �5
�$�4

�5�$�4
�D �D
�J �J

�˜ �˜
� � � 

��
                             (48)   

По признаку подобия треугольников, �5�$�4�+  подобен �0�2�4�+ , т.к. 

90�4�5�$ �4�0�2�‘ � �‘ � , а RQA MQO�‘ � �‘  (вертикальные углы). Тогда стороны 

треугольников пропорциональны, запишем это 

                                       ;�5�$ �5�4 �$�4
�0�2 �0�4 �2�4

� �                                            (49)  

Откуда выражаем сторону �0�2  

sin sin( ) sin ;
sin sin

�5�$ �2�4 �5 �5
�0�2

�$�4 �5
�D �J �D �J

�J �D
�˜ �˜ �˜ �� �˜

� � 
�˜ �˜

                       (50) 

Таким образом, 

sin( );�O �0�2 �5 �J �D� � �˜ ��                                           (51) 
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Выразим приращение угловой скорости из уравнения вращательного движения: 

;�)�O�G�W
�G

�,
�Z�                                                  (52) 

Нарисуем график зависимости силы удара от интервала времени, силу будем 

считать постоянной величиной:  

 
Рис. 7. График зависимости силы удара от интервала времени 

 
Разделим интервал времени �W�'  на бесконечно малые промежутки, на каждом 

из которых силу можно считать постоянной величиной: 
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Рис. 8. График зависимости силы удара от интервала времени, на каждом участке которого сила 

постоянна 
 

Просуммируем величины, стоящие в левой и правой части выражения: 

;�O
�G �) �G�W�L �L�,
�Z� �¦ �¦                                                            (53) 

Величины �U и �, можно считать постоянными, следовательно, их можно 

вынести из-под знака суммы: 

�O
�G �) �G�W�L �L�,
�Z� �¦ �¦                                                              (54) 

Сумма приращений угловой скорости в левой части выражения приближённо 

равна её изменению, то есть �G�Z �Z� �'�¦ , а выражение в правой части можно 

заменить на 
0

�N�W

�W

�O �O
�) �G�W �)�G�W�L �L�, �,

� �¦ �³ : 

0

;
�N�W

�W

�O
�)�G�W

�,
�Z�' � �³                                                                (55) 

На основании того, что 0 0, 0�d�Z �Z �Z �Z�' � �� �o , выражение преобразуется 

следующим образом: 

0

;
�N�W

�N
�W

�O
�)�G�W

�,
�Z � �³                                                                 (56) 
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где выражение 
0

�N�W

�W
�)�G�W�³  равно площади под графиком, то есть

0

�N�W

�)
�W

�)�G�W �6� �³ , тогда 

;�d �)

�O
�6

�,
�Z �                                                                    (57) 

Для нахождения начальной линейной скорости, воспользуемся вторым 
законом Ньютона в проекции на ось �o����где �P– масса мяча, �Dï ускорение, �) ï сила 
удара: 

;�[�P�D �)�                                                                    (58) 

Ускорение �[�D численно равно отношению приращения скорости �[�G�Yна 
бесконечно малом интервале времени �G�W: 

;�[�G�Y
�P �)

�G�W
�                                                                  (59) 

Выразим приращение скорости из предыдущего выражения и просуммируем 
его: 

;�[

�)
�G�Y �G�W

�P
� �¦ �¦                                                            (60) 

Массу мяча будем считать постоянной, следовательно, её можно вынести из-
под знака суммы: 

0

1 ;
�d�W

�[
�W

�Y �)�G�W
�P

�' � �³                                                                (61) 

где выражение 
0

�N�W

�W
�)�G�W�³  равно площади под графиком �)�6 , то есть

0

�N�W

�)
�W

�)�G�W �6� �³ : 

1 ;�[ �)�Y �6
�P

�' �                                                                   (62) 

Распишем векторное произведение векторов �Zи �X: 

( ) ( ) ( ) ( ) ;�[ �\ �] �\ �] �] �\ �] �[ �[ �] �[ �\ �\ �[

�[ �\ �]

�L �M �N

�Y �Y �Y �L �Y �Y �M �Y �Y �N

�Y �Y �Y

�Z �Z �Z �Z �Z �Z �Z �Z �Z �Z�u � � �� �� �� �� ��
�G �G   (63) 

Тогда проекция векторного произведения на определённую ось запишется 

следующим образом:����

( ) �[ �\ �] �] �\�Y �Y �Y�Z �Z �Z�u � �� ��                                                   (64) 

( ) �\ �] �[ �[ �]�Y �Y �Y�Z �Z �Z�u � �� ��                                                   (65) 
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( ) �] �[ �\ �\ �[�Y �Y �Y�Z �Z �Z�u � �� .                                                   (66) 

Учитывая формулы (1), проекции ускорения на соответствующие оси��

перепишем в виде����

6 2 ( )�[ �[ �[

�5
�D �Y �Y

�P �P
�S�K

�O �Z� �� �u ;                                              (67) 

6 2 ( )�\ �\ �\

�5
�D �Y �Y

�P �P
�S�K

�O �Z� �� �u ;                                              (68) 

6 2 ( )�] �] �]

�5
�D �Y �Y

�P �P
�S�K

�O �Z� �� �u .                                             (69) 

 

С учётом формул (1), проекции ускорений на каждую из осей перезапишем в 

следующем виде: 

6 2 6 2( ) ( )�[ �[ �[ �[ �\ �] �] �\

�5 �5
�D �Y �Y �Y �Y �Y

�P �P �P �P
�S�K �S�K

�O �Z �O �Z �Z� �� �u � �� �� ;             (70) 

6 2 6 2( ) ( )�\ �\ �\ �\ �] �[ �[ �]

�5 �5
�D �Y �Y �Y �Y �Y

�P �P �P �P
�S�K �S�K

�O �Z �O �Z �Z� �� �u � �� �� ;             (71) 

6 2 6 2( ) ( )�] �] �] �] �[ �\ �\ �[

�5 �5
�D �Y �Y �Y �Y �Y

�P �P �P �P
�S�K �S�K

�O �Z �O �Z �Z� �� �u � �� �� .             (72) 

Покажем применение метода Эйлера к расчету движения падающего тела. 

Расчет производится от начального момента времени 0� �W с малым конечным 

шагом по времени �W�' .��Пусть за время �W�' ��скорость изменится на величину �X�' ���� 

Учитывая соотношения для ускорений, запишем соотношения для скоростей: 

1 0 0 0 6 2( ( )) ;�[ �[ �[ �[ �[ �\ �] �] �\

�5 �[
�Y �Y �D �W �Y �Y �Y �Y �W

�P �P �W
�S�K

�O �Z �Z
�'

� �� �' � �� �� �� �' �|
�'

             (73) 

1 0 0 0 6 2( ( )) ;�\ �\ �\ �\ �\ �] �[ �[ �]

�5 �\
�Y �Y �D �W �Y �Y �Y �Y �W

�P �P �W
�S�K

�O �Z �Z
�'

� �� �' � �� �� �� �' �|
�'

             (74) 

1 0 0 0 6 2( ( )) .�] �] �] �] �] �[ �\ �\ �[

�5 �]
�Y �Y �D �W �Y �Y �Y �Y �W

�P �P �W
�S�K

�O �Z �Z
�'

� �� �' � �� �� �� �' �|
�'

              (75) 
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Далее рассуждение ведется по индукции. Располагая значением 1�X , можно, 

отталкиваясь от него, найти 2�X — скорость в момент времени �W�'2  и т.д. Общий 

вид формулы применительно к данной задаче получится таким:  

�� ��1 6 2 ;�L �L �L �L
�[ �[ �[ �[ �[ �\ �] �] �\

�5 �[
�Y �Y �D �W �Y �Y �Y �Y �W

�P �P �W
�S�K

�O �Z �Z�� �'�§ �·� �� �' � �� �� �� �' �|�¨ �¸ �'�© �¹
              (76) 

1 6 2( ( )) ;�L �L �L �L
�\ �\ �\ �\ �\ �] �[ �[ �]

�5 �\
�Y �Y �D �W �Y �Y �Y �Y �W

�P �P �W
�S�K

�O �Z �Z�� �'
� �� �' � �� �� �� �' �|

�'
                (77) 

1 6 2( ( )) .�L �L �L �L
�] �] �] �] �] �[ �\ �\ �[

�5 �]
�Y �Y �D �W �Y �Y �Y �Y �W

�P �P �W
�S�K

�O �Z �Z�� �'
� �� �' � �� �� �� �' �|

�'
                (78) 

Применяя аналогичный подход для вычисления перемещения, получаем 

формулу метода Эйлера для вычисления перемещения тела, движущегося под 

углом к горизонту со временем: 
1 ,�L �L �L

�[�[ �[ �Y �W�� � �� �'                                                            (79) 
1 ,�L �L �L

�\�\ �\ �Y �W�� � �� �'                                                            (80) 

1 .�L �L �L
�]�] �] �Y �W�� � �� �'                                                             (81) 

 

ɻʣʘʚʘ 4. ʈʝʟʫʣʴʪʘʪʳ ʤʦʜʝʣʠʨʦʚʘʥʠʷ ʠ ʠʭ ʦʙʩʫʞʜʝʥʠʝ 

Разработанный алгоритм (70)-(81) был реализован в виде программы для 

ЭВМ в среде программирования Delphi, позволяющей определить дальность 

траектории и отобразить в виде графика траекторию движения мяча в трёхмерном 

пространстве в течение некоторого промежутка времени в зависимости от 

задаваемых пользователем параметров. 

С использованием разработанной и реализованной программы проведены 

следующие численные эксперименты: 

При проведении экспериментов 1 и 2 отследим, как изменение массы влияет 

на длину траектории мяча. Для этого будем уменьшать массу мяча при 

неизменных остальных параметрах. 
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1.�� 0.45 , 0.11 , 20 , 0.8 , 48, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜

 

 

Рис.1 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 1 

2.�� 0.41 , 0.11 , 20 , 0.8 , 48, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜
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Рис.2 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 2 

Исходя из графических и числовых данных, полученных после проведения 

экспериментов 1 и 2, можно сделать вывод, что при большей массе мяча 

траектория меньше. Теоретически это объясняется тем, что на мяч большей массы 

действует большая сила тяжести, препятствующая движению мяча и 

уменьшающая длину его траектории при фиксированном значении силы удара. 

С помощью экспериментов 3 и 4 определим, как длина радиуса мяча влияет 

на конечное значение длины траектории. Чтобы результаты эксперимента были 

наиболее точными, будем изменять радиус мяча при фиксированном значении 

остальных параметров. 

3.�� 0.45 , 0.11 , 20 , 0.8 , 48, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜
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 Рис.3 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 3 

4.�� 0.45 , 0.108 , 20 , 0.8 , 48, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜

 

  

Рис.4 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 4 
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Исходя из графических данных, полученных после проведения 

экспериментов 3 и 4, можно сделать вывод, что при увеличении радиуса мяча 

дальность его траектории уменьшается. Это связано с тем, что на мяч большего 

радиуса действует большая сила сопротивления воздуха, препятствующая 

движению мяча и уменьшающая длину его траектории при фиксированном 

значении силы удара. 

Для того, чтобы узнать, как на траекторию мяча влияет значение модуля силы 

удара, проведём эксперименты 5 и 6. Будем проводить эксперимент, изменяя 

значение силы удара при фиксированном значении остальных параметров, для 

того, чтобы результаты эксперимента были наиболее адекватны. 

5.�� 0.45 , 0.11 , 20 , 0.8 , 48, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜

 

 
 

 Рис.5 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 5 
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6.�� 0.45 , 0.11 , 30 , 0.8 , 48, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜

 
 

 

 

 

 

 

 
 Рис.6 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 6 

Исходя из графических данных, полученных после проведения 

экспериментов 5 и 6, можно сделать вывод, что при большей силе удара 

траектория длиннее. Аналитически это объясняется тем, что при воздействии на 

мяч большей силой, ему сообщается большее ускорение, и мяч способен «пройти» 

большее расстояние при постоянном значении остальных параметров.  
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С помощью экспериментов 7 и 8 отследим, как изменение времени 

взаимодействия футболиста с мячом влияет на длину траектории мяча. Для этого 

будем уменьшать промежуток времени при неизменных остальных параметрах. 

7.�� 0.45 , 0.11 , 20 , 0.8 , 48, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜

 
 

 

 Рис.7 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 7 

8.�� 0.45 , 0.11 , 20 , 1 , 48, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜
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 Рис.8 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 8 

Исходя из графических данных, полученных после проведения 

экспериментов 7 и 8, можно сделать вывод, что при увеличении времени удара 

дальность его траектории увеличивается. Это связано с тем, что при большем 

времени взаимодействия мяча с футболистом второй успевает сообщить мячу 

большее ускорение, и мяч «проходит» более длинное расстояние при 

фиксированном значении сил, действующих на мяч во время его движения. 

Для того, чтобы узнать, как на траекторию мяча влияет угол наклона и угла 

отклонения от соответствующих осей, проведём эксперименты 9 – 12. Будем 

проводить эксперимент, изменяя значение углов при фиксированном значении 

остальных параметров, для того, чтобы результаты эксперимента были наиболее 

приближены к реальным. 
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9.�� 0.45 , 0.11 , 20 , 0.8 , 48, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜

 
  Рис.9 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 9 

10.�� 0.45 , 0.11 , 20 , 0.8 , 80, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜
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 Рис.10 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 

10 

На рисунках 10 и 11 видно, что при увеличении угла наклона траектория 

уменьшается. 

11.�� 0.45 , 0.11 , 20 , 0.8 , 48, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜

 
 Рис.11 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 

11 
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12.�� 0.45 , 0.11 , 20 , 0.8 , 48, 90, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜

 
 Рис.12 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 

12 

Исходя из графических данных, полученных при проведении экспериментов 

11 и 12, можно сделать вывод, что при увеличении угла отклонения от наклонной 

оси, длина траектории мяча уменьшается.  

В заключение узнаем, как на траекторию мяча влияет значение коэффициента 

вязкости среды. Для этого в экспериментах 13 и 14 будем увеличивать значение 

коэффициента вязкости и фиксировать изменение длины траектории при 

неизменных остальных параметрах. 
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13.�� 0.45 , 0.11 , 20 , 0.8 , 48, 60, 0.0000172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜

 
 Рис.13 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 

13 
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14.�� 0.45 , 0.11 , 20 , 0.8 , 48, 60, 0.00172�P �d�] �5 �f �) �G �W �F �I�Z �k�m�^ �D �E �K� � � �' � � � � �˜

 
 Рис.14 Траектория мяча, её конечное значение при параметрах, заданных в эксперименте 

14 

Используя графические данные, полученные при проведении экспериментов 

13 и 14, можно сделать вывод, что траектория мяча обратно пропорционально 

зависит от коэффициента вязкости среды, то есть при увеличении коэффициента 

вязкости (как это было сделано в данном случае), длина траектории мяча 

уменьшается. Это объясняется тем, что при большем значении коэффициента 

вязкости сила сопротивления воздуха, действующая на мяч, увеличивается. 

Аналитически это объясняется тем, что при одинаковой силе удара большая сила 

сопротивления быстрее уменьшает ускорение мяча, которое влияет на длину 

траектории, следовательно, длина траектории уменьшается. 
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Таким образом, данная работа представляет собой программную 

реализацию анализа изменения и нахождения оптимальной траектории 

движения футбольного мяча для преодоления препятствия «Стенка из 

футболистов» с учётом времени и вероятности происхождения 

различных процессов.  

Данная программа должна применяться при нахождении 

оптимальных параметров модели, с использованием которых 

вероятность прохождения «стенки» и попадания мяча в ворота будет 

наибольшей. Такая модель должна использоваться в некоторых областях 

науки и спорта. Примером таких областей является футбол.  

Следует учитывать, что данная программа является приближённой 

моделью. Дальнейшим развитием данного проекта может выступить 

реализация модели движения футбольного мяча в трехмерном 

пространстве, в которой более подробно будут рассмотрены 

запрашиваемые параметры, будут введены новые параметры, такие как 

жесткость мяча и смена точек приложения силы. 
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