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[bookmark: _Toc94025797]Abstract
		The aim of the research work is to study and apply the Gale-Shapley algorithm to find the most optimal and fair system for selecting applicants in Russian universities.  This algorithm is based on the problem of finding a stable matching from the field of cooperative games: it is required to find stable correspondences between elements of two sets that have their own preferences.
[bookmark: _Toc94025798]Research objectives:
· Review and study of literary sources on the topic of stability and instability of matchings from the field of cooperative games
· Implementation of the Gale-Shapley algorithm in the context of the admissions office of higher education institutions
· Applying of the Gale-Shapley algorithm in conditions close to the real conditions of the admissions committee in 2021
· Analysis of the obtained results
		During the research of problem of finding a stable matching there has been found out the system of the most optimal selecting applicants in universities that was based on Gale-Shapley algorithm 
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[bookmark: _Toc94025799][bookmark: _Toc94026812][bookmark: _Toc94048712][bookmark: _Toc94048934]Введение
		Проблема, которая поднята в моей работе, связана с процессом проведения приемной кампании в высших учебных заведениях. Университет рассматривает набор абитуриентов, из которого может допустить лишь определенную квоту, размером в q мест на специальность. Оценив их квалификацию (результаты вступительных испытаний, государственных экзаменов), приемная комиссия должна принять решение: кого принять, а кого нет. Процедура приема только q самых квалифицированных абитуриентов, как правило, не будет удовлетворительной, поскольку нельзя предполагать, что все, кто получил приглашение от университета, примут его. Соответственно, чтобы университет получил q зачислений, он, как правило, должен предложить принять более q абитуриентов по ряду следующих причин: может не быть известным (а) подавал ли данный абитуриент заявление в другое месте; если это известно, то может быть неизвестно (b) как он ранжирует университеты, в которые подавал заявление; даже если это известно, не будет известно (c) какой из других университетов решит принять его. Отсюда следует, что проблема зачисления абитуриентов в университеты требует довольно сложных догадок со стороны приемной комиссии. Университеты могут лишь ожидать, что количество поступивших абитуриентов на данную специальность будет достаточно близко к желаемой квоте q, а качество их знаний будет удовлетворять требования учебного заведения. Чтобы хоть как-то решить эту проблему во многих университетах была введена «вторая волна» зачисления, во время которой университет мог добрать людей на оставшиеся вакантные места, а не поступившие никуда абитуриенты могли подать заявления в другие университеты. В этом году «вторая волна» поступлений  в высшие учебные заведения была отменена, что повлекло за собой ряд проблем как для абитуриентов, так и для университетов. 	
		
		
		Целью исследовательской работы является изучение и применение алгоритма Гейла-Шепли для поиска оптимальной и честной системы отбора абитуриентов на специальности в российские университеты. В основе этого алгоритма лежит задача о поиске устойчивого паросочетания из области кооперативных игр: требуется найти устойчивые соответствия между элементами двух множеств, имеющих свои предпочтения. 

[bookmark: _Toc94025800][bookmark: _Toc94026813][bookmark: _Toc94048713][bookmark: _Toc94048935]Задачи исследования:
· Обзор и изучение литературных источников по теме устойчивости и неустойчивости паросочетаний из области кооперативных игр
· Реализация алгоритма Гейла-Шепли в контексте приемной кампании высших учебных заведений
· Создание математической модели приемной кампании на специальности в рамках конкретного ВУЗа
· Анализ полученных результатов 
 




[bookmark: _Toc94025801][bookmark: _Toc94026814][bookmark: _Toc94048714][bookmark: _Toc94048936]Глава 1. Обзор литературы по теории игр
[bookmark: _Toc94025802][bookmark: _Toc94026815][bookmark: _Toc94048715][bookmark: _Toc94048937]§1. Основные понятия
		Теория игр — это раздел прикладной математики, занимающийся исследованием конфликтов и сотрудничества между несколькими субъектами, обозначенными как игроки, представляющие отдельных лиц, животных, группы, фирмы и т. д. 
		Концепции теории игр обеспечивают математическую основу для формулирования, структурирования, анализа и понимания игровых сценариев, то есть предоставляют полезные математические модели и инструменты для понимания возможных стратегий, которым субъекты могут следовать во время игр. Этот раздел прикладной математики в настоящее время используется в таких дисциплинах, как экономика, социальные науки, биология, политология, международные отношения, информатика и философия.
		Математическая модель любой игры характеризуется наличием:
· Субъектов, участвующих в данном конфликте. Их называют игроками.
· Вариантов действий (стратегий) для игроков 
· Функций выигрыша и проигрыша исхода конфликта. Они называются функции платежа. 
[bookmark: _Toc94025803][bookmark: _Toc94026816][bookmark: _Toc94048716][bookmark: _Toc94048938]§2. Историческая справка
		Свое начало теория игр берет в двадцатом веке, когда в 1921 году математик Эмиль Борель выдвигает идею математической теории конфликта интересов, которую в дальнейшем развивает математик Джоном фон Нейманом в 1928 году в своей работе «Theory of Parlor Games», но по-настоящему популярной эта наука становится в 1944 году, когда Джон фон Нейман и Оскар Моргенштерн публикуют книгу «Theory of Games and Economic Behavior», где анализируют конфликты, в которых один человек добивается большего за счет другого, т. е. игры с нулевой суммой. В 1950 году Джон Нэш демонстрирует, что антагонистические игры (игры с нулевой суммой) всегда имеют некое состояние равновесия, в котором все игроки выбирают наилучшие для них стратегии с учетом выбора их противников. Спустя 45 лет это явление назвали «Равновесием Нэша».  
		Несмотря на то, что теория игр первоначально рассматривала лишь экономические модели, в 50-х и 60-х годах она была теоретически расширена и применена к другим отраслям науки (биология, антропология, кибернетика, техника и т. д), а также к политике и философии.
[bookmark: _Toc94025804][bookmark: _Toc94026817][bookmark: _Toc94048717][bookmark: _Toc94048939]§3. Виды и классификации игр
1. Кооперативные, некооперативные и смешанные игры:
Игра считается кооперативной, если игроки сотрудничают, устанавливая связывающие их обязательства, тогда как в некооперативных (или соревновательных) играх они просто соревнуются между собой. Часто предполагается, что общение между игроками разрешено в кооперативных играх. Смешанные игры содержат элементы кооперативных и некооперативных игр, обычно создавая коалиции игроков, которые сотрудничают между собой, но играют в соревновательном стиле с остальными игроками или коалициями.
2. Симметричные и асимметричные игры:
Симметричные игры моделируют ситуации, когда оба игрока имеют одинаковые возможности для игры и выигрыша, поэтому стратегическая форма игры представлена симметричной платежной матрицей. Асимметричные игры обычно моделируют различные роли игроков, которые обеспечивают асимметричные выплаты. Игра «Камень-ножницы-бумага» является симметричной игрой, так как все игроки могут выбрать любую из стратегии и у них одинаковые возможности. Шахматы или шашки — асимметричные игры, так как один из игроков играет первым.

3. Игры с нулевой и с ненулевой суммой:
Игры с нулевой суммой — это игры, в которых глобальный платеж делится между всеми игроками (один игрок выигрывает сумму, другой игрок проигрывает эту же сумму), поэтому выбор, сделанный игроками, не может ни увеличить, ни уменьшить количество доступных ресурсов. Следовательно, в играх с нулевой суммой один игрок получает выгоду за счет других. Например, покер — классический пример игры с нулевой суммой. Игры с ненулевой суммой – это игры, в которых выигрыш, полученный одним игроком, не обязательно соответствуют потерям для остальных игроков. В играх такого типа сотрудничество между игроками обычно приносит более высокие выигрыши, чем индивидуальная игра.
4. Комбинаторные игры:
Игры с полной информацией, без случайных ходов и с исходом «выигрыш или проигрыш». Такая игра определяется набором позиций, включая начальную позицию и игрока, чья очередь делать ход. Играть в игру означает перемещаться из одной позиции в другую, причем игроки обычно делают ходы попеременно, пока не будет достигнута конечная позиция, в которой дальнейшие ходы невозможны. Затем один из игроков объявляется победителем. Шахматы являются распространенным примером комбинаторных игр.





[bookmark: _Toc94025805][bookmark: _Toc94026818][bookmark: _Toc94048718][bookmark: _Toc94048940]Глава 2. Обзор литературы по алгоритму Гейла-Шепли
[bookmark: _Toc94025806][bookmark: _Toc94026819][bookmark: _Toc94048719][bookmark: _Toc94048941][bookmark: _Toc94025807]§1. Задача о нахождении устойчивого паросочетания 
		Проблема нахождения устойчивого паросочетания впервые была изучена Дэвидом Гейлом и Ллойдом Шепли в 1962 году и представлена в виде задачи о стабильном бракосочетании. Данная задача относится к классу кооперативных игр. Дано два конечных множества игроков, которые удобно называть множеством мужчин {M1…Mn} и множеством женщин {W1…Wn}. Мы предполагаем, что член каждого множества имеет четкие предпочтения по отношению к представителям противоположного пола. В модели отклонения список предпочтений игрока может быть неполным в том смысле, что у игроков есть возможность объявить некоторых представителей противоположного пола неприемлемыми; в модели Гейла-Шепли мы предполагаем, что списки предпочтений игроков полны. Списки предпочтений каждого игрока ранжируются от наиболее предпочтительного игрока к наименее предпочтительному. 
[image: ]      [image: ]
Рис.1 Список предпочтений мужчин (M)
[image: ]      [image: ]
Рис.2 Список предпочтений женщин (W)
Сопоставление — это просто взаимно однозначное соответствие между двумя полами; в модель отклонения мы также включаем возможность того, что игрок может быть непарным, т. е. назначенным партнером игрока в сопоставлении является он сам. 		
		Интересующие нас паросочетания — это паросочетания с решающим свойством устойчивости, определяемым следующим образом: паросочетание µ называется неустойчивым, если существует пара мужчина-женщина, которые оба предпочитают друг друга своим (текущим) назначенным партнерам в µ; эта пара перекрывает паросочетание µ, отсюда и называется блокирующим паросочетанием для µ.  Устойчивое паросочетание — это паросочетание, которое не является неустойчивым. Предоставив итерационную процедуру для фактического нахождения множества устойчивых паросочетаний (браков), можно доказать само существование множества устойчивых паросочетаний (браков). Эту итерационную процедуру исполняет алгоритм, впервые придуманный Гейлом и Шепли. Он заключается в том, что каждый мужчина делает предложение первой девушке из своего списка предпочтений. Каждая девушка, получившая более одного предложения, отвергает все, кроме предложения от наиболее предпочтительного мужчины из числа тех, кто сделал ей предложение. Затем она временно обручена с ним, пока на следующих итерациях ей не сделает предложение кандидат в мужья, которого она предпочтет своему нынешнему жениху, и в таком случае, временная помолвка расторгается. На следующей итерации непомолвленные женихи делают предложение следующим в своем списке предпочтений девушкам. Эти девушки в свою очередь повторяют те же действия, что и в первой итерации. В конце концов, каждая девушка получит предложение, поскольку до тех пор, пока какой-либо девушке не будет сделано предложение, будут отказы и новые предложения, но, поскольку, ни один мужчина не может делать предложение одной и той же девушке более одного раза, каждая девушка обязательно получит предложение за n2 итераций.   
		Как только последняя девушка получит свое предложение, цикл завершится и все обрученные пары поженятся, тем самым образуя множество устойчивых браков. Их устойчивость ясна из данного примера: предположим ситуацию, где M5 и W5 не женаты друг на друге, но M5 предпочитает W5 своей жене. Тогда, исходя из алгоритма, M5, должно быть, сделал предложение W5 на какой-то итерации и впоследствии был отвергнут в пользу кого-то, кто нравился W5 больше. Теперь ясно, что W5 должна предпочесть своего мужа M5, и неустойчивости нет. 
		Условие, что мужчин и женщин должно быть одинаковое количество, не является существенным. Если есть B мужчин и G девушек, для которых B < G, то процедура завершается, как только мужчинам будут предложены G девушек. В случае если B > G, процедура завершается, когда каждый мужчина либо помолвлен с какой-то девушкой, либо был отвергнут всеми девушками. В любом случае, множество получаемых браков будет устойчивым. 
		Также, вполне очевидно, что существует полностью симметричная процедура, когда девушки делают предложение мужчинам, что тоже должно привести к набору устойчивых браков. В случае, когда предложение делают мужчины, результат наиболее оптимален для мужчин, а когда девушки - для девушек. Решения по двум процедурам будут одинаковыми только при наличии единственного набора устойчивых бракосочетаний. 





[bookmark: _Toc94025808][bookmark: _Toc94026820][bookmark: _Toc94048720][bookmark: _Toc94048942]Глава 3. Результаты
[bookmark: _Toc94025809][bookmark: _Toc94026821][bookmark: _Toc94048721][bookmark: _Toc94048943]§1. Применение алгоритма Гейла-Шепли для решения проблемы распределения студентов между специальностями в рамках конкурса одного университета 

		Во многом принцип «временной» помолвки, который используется в алгоритме Гейла-Шепли при нахождении множества устойчивых браков, очень удобен для использования в ситуации распределения абитуриентов на вакантные места. В контексте новой задачи концепция «временной помолвки» превратится в списки «ожидания». Сам алгоритм будет выглядеть следующим образом: все студенты подают заявление в первый университет из своего списка предпочтений. Затем университет с квотой q помещает в свой лист ожидания q абитуриентов с наивысшим рейтингом или всех абитуриентов, если их меньше q, и отклоняет остальных. После этого отклоненные абитуриенты подают заявки на второй вариант из своего списка предпочтений, и снова каждый университет выбирает лучших q из числа новых абитуриентов и тех, кто находится в его списке ожидания, затем помещает их в свой новый список ожидания и отклоняет остальных. Процедура завершается, когда каждый абитуриент либо находится в списке ожидания, либо получает отказ от каждого университета. На основе конечных списков ожидания университеты формируют списки зачисленных. 
		Как понятно из алгоритма, задача о нахождении множества устойчивых паросочетаний «мужчина-женщина» преобразуется в задачу о нахождении множества устойчивых паросочетаний «абитуриент-вакантное место». Доказательство устойчивости назначений пар полностью аналогично доказательству, данному для проблемы брака: допустим ситуацию, где некий абитуриент(E1) не прошел на вакантное место(V1) специальности(S1), которую он предпочитает больше, чем специальность, на которую его распределил алгоритм. Тогда, исходя из алгоритма, E1, должно быть, подавал документы на S1и впоследствии был отвергнут в пользу абитуриента с более высокими баллами. Отсюда ясно, что место V1 должно больше предпочесть своего нынешнего абитуриента, чем E1, исключая шансы на неустойчивость данного паросочетания. 
		Данный алгоритм обеспечивает не только устойчивое, но и оптимальное распределение абитуриентов. Это означает, что для каждого абитуриента данная ему алгоритмом специальность настолько же благоприятна, как и любая другая специальность из числа тех, которые являются устойчивыми для этого абитуриента. Докажем данное утверждение: назовем специальность «возможной» для конкретного абитуриента, если он составляет устойчивое парососчетание с это специальностью. Предположим, что до данного момента процедуры ни одному абитуриенту еще не отказали в возможном для него ВУЗе. Теперь предположим, что специальность А, получив заявки от полной квоты наиболее квалифицированных абитуриентов {b1…bi}, отклоняет абитуриента а. Нужно доказать, что А невозможна для а. Мы знаем, что каждый bi предпочитает специальность А всем остальным, кроме тех, которыми мог быть ранее отвергнут, а значит (по предположению) сейчас эти специальности могут быть для bi невозможны (из-за неустойчивости). Рассмотрим гипотетическую ситуацию, в которой a попадает в университет А, а все остальные абитуриенты в возможные для них колледжи. По крайней мере, одному из bi придется перейти на менее предпочтительную специальность, чем A, но это паросочетание будет неустойчиво, так как для А абитуриент bi остается предпочтительнее абитуриента a. Следовательно, гипотетическая ситуация неустойчива и А невозможна для а.  Вывод: данный алгоритм отклоняет только тех абитуриентов, которые не могут составить ни одного устойчивого паросочетания с вакантным местом на специальности, которыми они были отвергнуты. Таким образом, полученный алгоритм можно считать оптимальным. 
[bookmark: _Toc94025810][bookmark: _Toc94026822][bookmark: _Toc94048722][bookmark: _Toc94048944]§2. Описание математической модели
		Для решения прикладной задачи о распределении абитуриентов среди специальностей университета мной был реализован алгоритм Гейла-Шепли и смоделирован процесс поступления заявителей в условиях, приближенных к реальным. Затем реализованный алгоритм был применен в рамках смоделированной ситуации, и были получены результаты. 
		Процедура поступления была смоделирована мной в рамках одного университета: распределение абитуриентов в зависимости от их списка предпочтений происходит между специальностями конкретного ВУЗа. Несмотря на то, что проблема, поднятая мной в начале работы, затрагивает распределение абитуриентов именно между университетами, а не специальностями, смоделированная мной ситуация является абсолютно аналогичной ситуации межвузовского распределения. Различиями будут являться лишь значения в списках предпочтений. Например, в моей модели списки предпочтений сформированы из названий специальностей внутри одного университета (Специальность 3 университета К, Специальность 1 университета К, Специальность 4 университета К), а в ситуации межвузовского распределения эти списки можно формировать из названий специальностей различных ВУЗов (Специальность 3 университета К, Специальность 3 университета M, Специальность 4 университета К). Оптимальность алгоритма от этого не изменится.             
		Данные (имена, баллы, список предпочтений) для моделирования процедуры распределения абитуриентов были взяты из результатов опроса (Рис.3), проведенного мной среди выпускников средних учебных заведений через интернет-платформу «Google Forms». У абитуриентов спрашивались имена, баллы ЕГЭ и степень предпочтительности той или иной специальности, чтобы на основе этих данных сформировать списки предпочтений для каждого абитуриента.  
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Рис. 3 Пример формата проведения опроса в «Google Forms»
Как видно из рис. 3 структура опроса строилась на вопросах о степени предпочтительности специальностей. Количество специальностей эквивалентно количеству возможных степеней предпочтительности. Всего было рассмотрено 4 варианта количества специальностей: 3 специальности (Аэрокосмический факультет), 5 специальностей (Факультет прикладной математики и механики), 6 специальностей (Механико-технологический факультет), 8 специальностей (Электротехнический факультет). На основе проведенного опроса были сформированы списки предпочтений более 50-ти абитуриентов. 
		В рамках модели количество вакантных мест на каждую специальность было подобрано так, чтобы в конечном счете на все вакантные места прошли около 70-80 % абитуриентов от их общего числа, ведь количество вакантных мест также не влияет на оптимальность алгоритма. 
		Сам алгоритм Гейла-Шепли был реализован с помощью языка программирования Python (Рис. 4) и применен к описанной ранее модели.Отсюда были получены результаты в виде списков прошедших абитуриентов на ту или иную специальность.
[image: ]
Рис. 4 Репозиторий с кодом реализации алгоритма 
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Рис.5 Распределение абитуриентов на специальности 
Факультета прикладной математики и механики 
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[bookmark: _Toc94025813][bookmark: _Toc94026825]Рис.6 Распределение абитуриентов на специальности
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Рис. 7 Распределение абитуриентов на специальности 
Механико-технического факультета 
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[bookmark: _Toc94025816][bookmark: _Toc94026828]Рис.8 Распределение абитуриентов на специальности
[bookmark: _Toc94025817][bookmark: _Toc94026829]Электротехнического факультета

		Распределения абитуриентов (Рис.5, Рис.6, Рис.7, Рис.8), полученные в результате применения алгоритма Гейла-Шепли к смоделированным условиям проведения приемной кампании университета, являются оптимальными как для абитуриентов, так и для специальностей: специальности получают наиболее квалифицированных абитуриентов из числа устойчивых, а абитуриенты в свою очередь проходят на наиболее предпочтительную специальность из числа возможных. На основе этих распределений можно формировать конечные списки поступивших на специальность абитуриентов.      





[bookmark: _Toc94025818][bookmark: _Toc94026830][bookmark: _Toc94048726][bookmark: _Toc94048948]Заключение
		Было проведено исследование по нахождению наиболее честной и оптимальной стратегии для распределения абитуриентов на специальности. Для этого была изучена литература по Теории Игр и найдена задача о нахождении множества устойчивых паросочетаний, которая была аналогична проблеме распределения абитуриентов на специальности. Алгоритм Гейла-Шепли, который решал эту задачу, был реализован и применен в рамках смоделированных мной условиях приемной кампании университета. Полученные результаты удовлетворяют условие устойчивости паросочетаний, поэтому являются наиболее оптимальными для абитуриентов и специальностей, устраняя все неопределенности процесса проведения приемной кампании в университете. 
		Удобство данного алгоритма для абитуриентов заключается в возможности заранее оценить свои шансы на поступление в то или иное место. 
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